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DODATEK 1. OKREGI ROWNOWAGI

Dane: x — zaglebienie w srodku lustra, h — grubos¢ lustra na srodku, D — érednica lustra, ¥ —
srednica otworu w srodku lustra.

Zalozenia:
1. Gestos¢ szkia jest stata.
2. Figura gérnej powierzchni lustra jest idealna paraboloida obrotowa.
3. Nie uwzgledniamy fazki na brzegu lustra.

A. Przypadek 3 i 6 punktow (m; = m,)

W tym przypadku V; =V,, aleV =V, +V,, gdzie V jest objetoscia catej ptyty. Z tego wynika,
Z€:
V =, (1)
Z twierdzenia statyki (Pappusa — Guldina) wynika, ze V = 2pSx,, a V; = 2pS;X., gdzie X, 1 X,
sa odlegtosciami srodkow cigzkosci powierzchni przekrojow poprzecznych S i S; od srodka lustra.
Zatem:
Xo = 2X¢ 2
Z kolei z definicji srodka ciezkosci mamy:

SiX; + ...+ SX,

Xo = Jim == ©
gdzie granica w liczniku jest momentem statycznym M pola figury S.
Zatem z (1) i (2) uwzgledniajac (3), mamy:
M = 2M, 4)

Obliczmy momenty M dla S i S;. Rdwnanie opisujace gorna krawedz przekroju lustra jest
réwnaniem paraboli: y = kx? + h, gdzie k = 4h /D?, zatem momenty beda wynosity odpowiednio:

D/2

4|D/2 2 4 2
D D
= ¢ 2+ =KX +hX =k—+h—
DlapolaS, M cg (kx h)xdx l 7| & 3
"o x4 [ x2 | I 2
=0 + =k—| +h—| =k=t+h-
Dlapola S;, M; cg (kx h)xdx =k l 7, 2 >
Wstawiajac uzyskane formuty do réwnania (4) mamy:
D4 D2 (o
— +h— =k& +hr2
k & h 3 k > hr
Ktadac reﬁ = u, iporzadkujac powyzsze rownanie dostajemy:
4 4 2 )
k%+hu§—§kg—4+h%§=0 ©)
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Réwnanie (5) jest rGwnaniem kwadratowym na zmienng u, wiec mozna je analitycznie rozwiazac:

D* D20
— h2 I
Du. =h +2kék_64+h_8@

Interesuje nas pierwiastek dodatni na r,, czyli:

2M4 2
\/_h+\/h2+kD , khD

32 8
k

leg =

B. Przypadek dla 3 i 6 punktow z otworem o srednicy f

W przypadku gdy w centrum ptyty jest otwor, rdwnanie (4) pozostaje w mocy, zmienia sie jedynie
dolne granice catkowania przy wyliczaniu momentéw M, a mianowicie:

D/2

DlapolaS, M = (kx2+h)xdx:kx_ +h=— :kD J +hD L]
4 les 2 4 8
/2 2 f/2
. 4 2 16l —F A2 —
Dlapola S;, M; = ¢ (kx* + h)xdx — k2| +p% =k +h &
/2 4les 2 l¢r2 64 8

Odpowiednie réwnanie kwadratowe, wynikajace ze wstawienia powyzszych formut oraz
uwzglednieniu réwnania (4), nieco si¢ skomplikuje:

k iD* — 41 iD? — F21  kjZgkj?
—re‘é+hfe%—k§—64 H_ﬂ 5 H iEJ

0 _
2 Thy= ©

Uwzgledniajac u, = reﬁ otrzymujemy rownanie kwadratowe i mozemy obliczy¢ delte:
D* —f“3+ iD? — 21 kj2ikj?

7R I A R R R

/

Du, :h2+k2§

Stad wyliczamy pierwiastek dodatni, bedacy rozwiazaniem:

D4 _J4('j D2_j2('j ij ij O
— 2 2¢~ B = z z
h+\/h +k§ 32 ¢+th 4 372 E g "N

q = k

C. Przypadek 9 i 18 punktow dla pelnej ptyty m, = 2m,

Jest to przypadek bardziej skomplikowany, gdyz musimy znalez¢ dwa okregi rownowagi. Postepu-
jemy tutaj dwuetapowo. Najpierw znajdujemy posredni okrag rownowagi r, z warunku m; = 2m,,
czyliV = 3v,, aco zatym idzie:

M = 3M, (7)

Formuty na M i M, sa identyczne jak w punkcie A artykutu, zmieni si¢ nieco tylko réwnanie
kwadratowe uzyskane z rozpisania formuty (7):

N

K Kik _,
“u2+hu, ——~i—D*+
gt T —3i35

Dzﬁ =0 (8)
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Delta dla rownania (8) wyniesie:

k({k h
—ph2 3 8K e T2
Due =h +3(16D *3P )

a stad dodatni pierwiastek na ry,:

48 6
k

2N 2
_h+\/h2+kD +th
req:

Okrag o promieniu r,, dzieli plyt¢ na dwie podpierane czesci. W drugim etapie, dla kazdej z tych
czesci musimy wyliczy¢ jej wiasny okreg rownowagi, zgodnie z zatozeniem zawartym w rownaniu (1)
i w analogiczny sposéb jak dla ptyty na 3 i 6 punktach. Znajdzmy zatem najpierw promien zewngtrz-

nego okregu rownowagi r,,, i wewnetrznego r.,; przy obliczonym r,.

1. Zewnetrzny okrag rownowagi rq,

IVlzew = 2M2 (9)
D/2 4 D72 2 D72 4 4 2 2
D* —16r, D° —4r,
Dlapola Sy My = § (<2 +h)xdx =k>-|  +h=>| =k 44 kS
h 4 . 2 . 64
eq e e
leq2 4 |feq2 2 |feq2 r4 — r4 r2 —_ r2
Dlapola S;, M, = () (kx* +h)xdx = kKX | +hl| =gz ez "l
o 4 . 2 . 4 2
Po wstawieniu do wzoru (9) i uporzadkowaniu mamy:
K, o ¢ #D* — 16r, 0 D? — 4r2 bl red 8
— + hu, — ¢k qi"‘hE eqi_E A +hr2i= 1
)+, — g 5 g g =0 (10
gdzie: u, = reﬁz; delta dla rownania (10) wynosi:
D* — 16r, 8 D? — 4r2 6
Du, =h* + kZE—sz = th—4 =+ K+ 2k
4 r4 0 2 )
—h + \/hz + kzégz - %§+ thD4 — g a kryg + 2khrg
reqz = Kk
2. Wewnetrzny okrag rownowagi ry,
IVlwew = 2Ml (11)
r\eq , x4 [ 2 [ reg reg
Dlapola Sy, Myew = cg (kx* + h)xdx = kjo +h70 = kI +h?
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req 1 4 req 1

— 2 _ x2 [ _ regl re%u
DlapolaS;, M; = cg (kx® +h)xdx = kIO +h70 = kT+h7
Kiadac u; = rg;, mamy:
kuZ + 2hu, — r2 (;reg + h) =0 (12)

Delta dla réwnania (12) wynosi:

Du; = 4h? + 4krg (greg + h)

2,4
—h + \/hz + 5T 2
— 2 &
reql -

k

D. Przypadek dla 9 i 18 punktow z otworem w plycie o srednicy F

W pierwszym etapie jest to sytuacja analogiczna do przypadku B. ROwnania na momenty beda
takie same, jak w B. Zmieni si¢ jedynie rGwnanie kwadratowe na r; z powodu uzycia formuty (7).

M = 3M,
Koz o, —FL ML L ey - ) = 0 13
Du, = h? +Z_;(D4 —j4)+%(D2 —j2)+k%4+ hkéi2
L P R

1. Zewnetrzny okrag rownowagi rq,

Dla zewnetrznego okregu rownowagi wzory na M i r,; sa takie same. Roéwniez takie samo jest
rownanie kwadratowe na r;. Oczywiscie liczbowo rozwiazanie bedzie inne, ze wzgledu na inna
Wartose ry.

2. Wewnetrzny okrag rownowagi e,

Dla wewnetrznego okregu rownowagi mamy nastepujace réwnania na momenty M:

"o 4" 2 |fe 16rg —F4  4r2 — j?
DIa pola Syeys Myew = (X2 +h)xdx = k2| +hZ| =k== +h e —J
£/2 4 f/2 2 f/2 64 8
N 4 e 2 |fs 16rt, — 4 ar2, —§°
DlapolaS;, M, = § (e +h)xdx =k2| +hX| =)=t = 0 4™
4 /2 2 /2 64 8

/2
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Wstawiajac je do réwnania (11), kiadac reﬁl = u, i porzadkujac, otrzymujemy réwnanie kwadra-
towe na u,:
K kg hg%d koo, . ho,
Eul + hu, QET +T5+ 6—4(16req 1)+ §(4req J )H =0 (14)

2 -y .
Du, = h? +%(16re‘é —j4)+%(4re~g —j2)+k17§h L K370

k2 _ kh _ ij k-ZQ
—h+\/h2+32(16re‘(‘1 —14)"‘?(4";} _JZ)"‘ZEh"‘ 5
k

reql =
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