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DODATEK 1. OKR GI RÓWNOWAGI

Dane: x  — zag bienie w rodku lustra, h  — grubo  lustra na rodku, D  — rednica lustra, f  —
rednica otworu w rodku lustra.

Za enia:
1. sto  szk a jest sta a.
2. Figura górnej powierzchni lustra jest idealn  paraboloid  obrotow .
3. Nie uwzgl dniamy fazki na brzegu lustra.

A. Przypadek 3 i 6 punktów 1 2( )=m m

W tym przypadku 1 2,=V V  ale 1 2,= +V V V  gdzie V  jest obj to ci  ca ej p yty. Z tego wynika,
e:

12=V V (1)

Z twierdzenia statyki (Pappusa – Guldina) wynika, e 02 ,=V Sxp  a 1 12 ,= eV S xp  gdzie 0x  i ex
 odleg ciami rodków ci ko ci powierzchni przekrojów poprzecznych S  i 1S  od rodka lustra.

Zatem:
0 2= ex x (2)

Z kolei z definicji rodka ci ko ci mamy:
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gdzie granica w liczniku jest momentem statycznym M  pola figury .S
Zatem z (1) i (2) uwzgl dniaj c (3), mamy:

12=M M (4)

Obliczmy momenty M  dla S  i 1.S  Równanie opisuj ce górn  kraw  przekroju lustra jest
równaniem paraboli: 2 ,= +y kx h  gdzie 24 / ,=k h D  zatem momenty b  wynosi y odpowiednio:
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Wstawiaj c uzyskane formu y do równania (4) mamy:
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Równanie (5) jest równaniem kwadratowym na zmienn ,u  wi c mo na je analitycznie rozwi za :
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Interesuje nas pierwiastek dodatni na ,eqr  czyli:
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B. Przypadek dla 3 i 6 punktów z otworem o rednicy f

W przypadku gdy w centrum p yty jest otwór, równanie (4) pozostaje w mocy, zmieni  si  jedynie
dolne granice ca kowania przy wyliczaniu momentów ,M  a mianowicie:
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Odpowiednie równanie kwadratowe, wynikaj ce ze wstawienia powy szych formu  oraz
uwzgl dnieniu równania (4), nieco si  skomplikuje:
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Uwzgl dniaj c 2=e equ r  otrzymujemy równanie kwadratowe i mo emy obliczy  delt :
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St d wyliczamy pierwiastek dodatni, b cy rozwi zaniem:
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C. Przypadek 9 i 18 punktów dla pe nej p yty 1 22=m m

Jest to przypadek bardziej skomplikowany, gdy  musimy znale  dwa okr gi równowagi. Post pu-
jemy tutaj dwuetapowo. Najpierw znajdujemy po redni okr g równowagi er  z warunku 1 22 ,=m m
czyli 13 ,=V V  a co za tym idzie:

13=M M (7)

Formu y na M  i 1M  identyczne jak w punkcie A artyku u, zmieni si  nieco tylko równanie
kwadratowe uzyskane z rozpisania formu y (7):
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Delta dla równania (8) wyniesie:
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Okr g o promieniu eqr  dzieli p yt  na dwie podpierane cz ci. W drugim etapie, dla ka dej z tych
cz ci musimy wyliczy  jej w asny okr g równowagi, zgodnie z za eniem zawartym w równaniu (1)
i w analogiczny sposób jak dla p yty na 3 i 6 punktach. Znajd my zatem najpierw promie  zewn trz-
nego okr gu równowagi 2eqr  i wewn trznego 1eqr  przy obliczonym .eqr

1. Zewn trzny okr g równowagi 2eqr

zew 22=M M (9)
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Po wstawieniu do wzoru (9) i uporz dkowaniu mamy:
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gdzie: 2
2 2;equ r=  delta dla równania (10) wynosi:
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2. Wewn trzny okr g równowagi 1eqr

wew 12=M M (11)
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Dla pola
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ad c 2
1 1,= equ r  mamy:
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Delta dla równania (12) wynosi:
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D. Przypadek dla 9 i 18 punktów z otworem w p ycie o rednicy f

W pierwszym etapie jest to sytuacja analogiczna do przypadku B. Równania na momenty b
takie same, jak w B. Zmieni si  jedynie równanie kwadratowe na 1r  z powodu u ycia formu y (7).

13=M M

4 2
2 4 4 2 21

( ) ( ) 0
2 32 4 12 8

æ ö é ù÷ç+ - + - - + - =÷ ê úç ÷çè ø ë û
e e

k k h k
u hu D h D

j j
j j (13)

2 2 4 2
2 4 4 2 2( ) ( )

48 6 16 2
D = + - + - + +e

k kh k hk
u h D D

j j
j j

2 2 4 2
2 4 4 2 2( ) ( )

48 6 16 2
- + + - + - + +

=eq

k kh k hk
h h D D

r
k

j jj j

1. Zewn trzny okr g równowagi 2eqr

Dla zewn trznego okr gu równowagi wzory na M  i 1eqr  s  takie same. Równie  takie samo jest
równanie kwadratowe na 1.eqr  Oczywi cie liczbowo rozwi zanie b dzie inne, ze wzgl du na inn
warto .eqr

2. Wewn trzny okr g równowagi 1eqr

Dla wewn trznego okr gu równowagi mamy nast puj ce równania na momenty :M
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Wstawiaj c je do równania (11), k ad c 2
1 1=eqr u i porz dkuj c, otrzymujemy równanie kwadra-

towe na 1:u
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